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Abstract. The granular media, such as sand, powders e grahsw very

interesting behavior. Many of these phenomenonsntdarbe study by fluid
dynamics or by continuum mechanics methods. Sdréagment of these
systems must be done by computer simulation methaodgever, simulations
of this kind follow in the non trivial problem ohe three-dimensional
collisions. The present work shows the mathematregltment used in the
simulation of the three-dimensional collision betwdwo bodies, as well as
the algorithm used by that. The founded resultseagwith the physics
expected results.

Resumo. Os meios granulares, como areia, p0s e graos, sgmam
comportamentos bastante interessantes. Muitos siést@menos ndo podem
ser tratados nem pelos métodos da dinamica dodofue muito menos por
métodos da mecanica do continuo, sendo estes asstemito longe do
equilibrio termodinamico. Assim sendo, o tratameféstes sistemas deve ser
adequadamente feito através dos meétodos de sinmlag@nputacional.
Contudo, em simulagBes deste tipo recai-se no enadlndo trivial da colisdo
tridimensional entre dois corpos. O presente trabal apresenta o
equacionamento matematico utilizado na simulacdo delisbes
tridimensionais entre dois corpos, bem como o algar usado para tal.

1. Introducéo

Sempre que se deseja simular o movimento de usnmgsgranular tem-se que tratar as
colisbes entre dois corpos. Livros de fisica deelnsuperior apresentam modelos
basicos de colisbes, sempre focando casos paréisultais como colisbes em uma
dimensao ou duas dimensdes onde a colisdo é parégite elastica. Contudo, em um
caso real como o desejado, tais simplificagbes s&w possiveis e levam a erros
grosseiros na simulagéo. Desta forma pretende-sesagar um equacionamento
matematico para tratar a colisao tridimensionglatéiculas granulares.

Este equacionamento podera ser usado em simuwadersistemas granulares.
Vérias técnicas computacionais tém sido usadas pdratar sistemas granulares.
Grande atencao tem sido dada a dinamica molecalas autdmatos celulares. Dippel e



Wolf (1999) usaram dinamica molecular para simolatescarregamento de grédos em
silos. Ja os autores Kohring et al (1995), KozecKiejchman (2005) e Silva e Bernardes
(2010) usaram autébmatos celulares para modelasmmproblema.

O equacionamento apresentado no presente trafmlippoposto inicialmente
por Smid (2007) e se mostra de acordo com o espdiadamente. A implementacao
de tal equacionamento foi feita usando-se o amidet desenvolvimento Borland
Delphi 7 e OpenGL para a visualizagdo da simulacao.

2. ColisOes elasticas e inelasticas

A colisdo entre dois corpos pode ser de dois tipl#stica ou inelastica. Uma colisédo
elastica é caracterizada pela conservacdo da amdwgsistema (cinética e potencial),
assim sendo a energia do sistema antes da caiséo mesmo valor da energia ao final
da colisdo. No entanto, no decorrer da colisdotengpo de contato, ocorre troca de
energia (cinética e potencial) entre 0s corpos.

Na fase da deformacdo a energia cinética é tnanafta em potencial, ndo
ocorrendo com isso perda de energia (como por drerafeito joule, som e outros
tipos de energia dissipativa), isto devido a ptxfeieformacdo do material. Como
conseguinte, a volta a forma inicial do materiatnige que a energia potencial
armazenada seja transformada em energia cinétesmblvariando a energia cinética e
potencial a energia mecanica do sistema permanalterada.

Durante o tempo de impacto (ou de contato) a eneigética é transformada
parcialmente em energia potencial, que sera arradaem® também dissipada. Devido
ao fato da colisdo ndo ser elastica, parte da ienérgutilizada nas deformacdes
permanentes do material. No entanto o momentorligeaonservado. Em suma na
colisdo inelastica a energia inicial do sistemaagomgue a energia final do sistema. Na
colisdo ineléstica, ou parcialmente elastica, diceate de restituicdo do material esta
compreendido no intervalo entre O e 1, da segtintea:

O<ex<l

Quando o coeficiente de restituicd® € préximo de 1 (um) implica pouca
dissipagdo de energia. Para o caso em que esigudra 0 (zero) ocorrerqd a maxima
perda de energia cinética. Chamamos este casolidéocperfeitamente inelastica ou
anelastica. A equacao do momento linear de umsamwineléstica é dada por:

Pi = Py

Ondep; € o momento linear inicial pr o final. Para dois corpos colidindo em uma
dimensao tem-se que:

myv, +my,, =mv,, +myv,, (equacdo do momento linear)
Onde:

my emp Sdo as massas dos corpos 1 e 2, respectivamente;

Vi1 €Viz sdo as velocidades iniciais dos corpos 1 e 2ectispmente e



Vi1 € Vip S80 as velocidades finais dos corpos 1 e 2, risgpeente. Para colisbes de
dois corpos em duas dimensdes podemos escrevelo@dade dos corpos apos a
colisdo com:

_va(m-m) w2m o v2m v, (m-m)

Vlf 2f

m+m, m+m, o m+m,  m+m

3. Colisdes em trés dimensoes

A colisdo em trés dimensfes pode ser tratada deaf@naloga a colisdo em duas
dimensdes. Contudo, devido a adicdo de mais uma&ndi&io existirdo agora dois
angulos necessarios para a determinacéo do vdtmidemle do segundo corpo apos a
colisdo.

E conveniente representar tais angulos em coatdsngolares e, assim sendo,
as componentes e y deste vetor podem ser expressas em termos da nerntpa e
destes angulos. Assim sendo, as equacles da cag@erdo momento e da energia
podem ser escritas como:

myv,, =my,, +m,Av,, (1)

myv,, =my, . +m,Av,, .tan(6’) cos(¢) (2)
my,, =my, , +m,Av,, .tan(@)sin(;z)) (3)

m, - m, + m, (4)

2(v,,° +vy'12 +Vv,,°) 2V, vy’l.2 +v,,%)  Av,,’.(L+tar?(9))

Pode-se assumir que o corpo dois esteja em repists@vy, = 0,vy>=0ev,2,=0, e
Vi 2 = AVy 2. Tal hipOtese ndo afetara o resultado final daeigumamento uma vez que
esta hipotese sera descartada posteriormentegietenciamento explicito a velocidade
do corpo dois. Resolvendo a equacéo (1) paraa equacao (2) pasa - € a equacao
(3) paravy,1 temos:

Vz,l‘ = Vz,l _w (5)
m,
v,y m,.Av, ,. tan(8) codg) ©)
m,
__mAv,, tan(d)sin(g)
Vyp =V, m (7)

Inserindo as equacgbes (5), (6) e (7) na equacaae@lta em um uma equacao
quadratica parav; » a qual, apos manipulacdes algébricas, resultalngdo:



_ 2v,, +tan@).(cosp).,, +sin@)v,,)|

Voo = {(1+ +tarf (6 ))(“ :llzﬂ

(8)

Pode-se calcular agora as componentes da velocgedea colisdo usando as equacoes
1-3e5-7, assim sendo:

Vz,2‘ = Vz,2 + AVZ,Z' (9)
V, » =V, +tan(@).cos@).Av, , (10)
V, » =V, , +tan@).sin(@).Av, , (11)
Vz,l' = Vz,l _w (12)
m
V. =V —(ﬂjtan(ﬁ) cos@).Av (13)
x,1 X,1 rnl . - z,2'
V. =V —(ﬂj tan).sin(@).Av (14)
y I yl rnl ' - z,2'

4. Resultados

Usando as equacdes 1 a 14 foi implementado umagragemBorland Delphi 7para
simular a coliséo tridimensional entre dois corftera a visualizacao dos resultados foi
criada uma janela usando a linguag@penGLde forma que fosse possivel visualizar
em tempo real a simulagéo.

A figura 1 apresenta trés telas do programa delagéo que, a grosso modo,
consiste em uma caixa cubica onde os corpos emafaten esferas se encontram
confinados. No instante inicial as esferas saoaldag do topo da caixa. Estas possuem,
ainda além, componente®y em sua velocidade. Assim sendo, a queda das &si&@ra
é vertical.



(b)

(c)

Figura 1. Trés momentos diferentes da simulacdo da gueda livre de cinco
esferas. (a) as cinco esferas séo lancadas do topo  da caixa, possuindo
velocidade em X,y e z. (b) momentos depois as esferas ja se chocam entre si,
com as paredes laterais e com o chédo e (c) esferas  em repouso.

Nota-se na figura 1 que as esferas, por estarbmetidas a gravidade, tem
movimento descendente e, devido ao fato de perdemsngia, a altura que estas
chegam apds cada colisdo com o chdo diminui corassap do tempo. No final da
simulacdo as esferas ficam rolando no chéo. Contuekte instante as colisGes entre
elas ainda existem, mesmo que agora em duas diggrsdao tratadas pelas mesmas
equacgdes que nas colisdes fora do plano da basexda

A colisdo ocorre no momento em que a distanciee efdis centros for igual a
soma dos raios das duas esferas que se chocaram G®a dada iteragao a distancia



entre dois centros for menor que a soma dos raies-se voltar no tempo da simulacao
e calcular o instante de tempo em que a colisdlmesde ocorreu. ApOs esta etapa
calcula-se as novas velocidades das esferas eaetero tempo da simulagcdo. Se este
passo nao for observado singularidades como ddesagsnterpenetrando-se (e nao
mais se “desgrudando”) ocorreram durante a simaolaca

Para o controle do tempo de simulacéo € solicitexaado de entrada, de modo
que 0 usuario possa ter maior controle sobre copadssejado. Contudo, é importante
que tais simuladores usem passos de tempo adaptatie modo que em nenhuma
iteracdo o incremento na posicdo de uma esferassicientemente grande para que ela
interpenetre outra esfera ou extrapole os limitesaixa. Assim sendo, pode-se calcular
0 At de modo que a velocidade das esferas atenda usrandeda tolerancia (dado de
entrada) ou nunca seja superior a unidade de corapto.

Uma vez que as esferas podem ser implementadaslaisa um vetor (no
software desenvolvido optou-se por criar uma clgssa descrever as esferas e outra
para o sistema de esferas como um todo) a pillevel®os a serem processados acaba
sendo o proprio vetor, de modo que percorre-sear adierando as posicoes das esferas
e verificando se houve alguma colisdo. Uma marggranelhorar a performance de
simulador é implementar o conceito de células, amleolisdes sdo avaliadas apenas
entre esferas de uma mesma célula.

5. Conclusdes

O algoritmo apresentado para célculo das velocglagés uma colisdo considerando
esta ocorrendo em trés dimensdes se mostra figitaroerreto e plausivel. Simulagdes
com mais de quinhentas esferas usando uma intesfadempo real com OpenGLse
mostram ineficientes para computadores de pequen,ppoiS se consome muito
tempo computacional para a geracao da interfadeara

Como o modelamento abordado no presente trabate ger usado em jogos
eletrnicos, este se mostra utlizavel, uma vezngieeé provavel que um jogo necessite
controlar o movimento de varias centenas de es$@ragdtaneamente.
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