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Abstract. This paper presents a C++ source code with parallel programming
of the Hybrid Bi-Conjugate Gradient Stabilized (BiCGStab(2)) method, used for
solving linear systems. The BiCGStab(2) method combines the Bi-Conjugate
Gradient Stabilized (BiCGStab) method advantages, resulting in a convergence
superior guarantee. The goal is to enable the rapid solution of linear systems
to more complex problems (larger systems) can be solved in a short time. To
validate the paper we used the parallel processing capacity of a GPU through
the NVIDIAY Compute Unified Device Architecture (CUDA) and compared
the sequential and parallelized code computational performance of the BiCGS-
tab(2) applied to solving linear systems of varying sizes. There was a significant
acceleration in tests with the parallelized code, which increases considerably
as much as systems increase. It was possible to obtain performance gains for
different systems size. The results allowed us to evaluate the developed code as
a useful tool for solving large linear systems applied in various areas of science.

Resumo. Apresenta-se neste trabalho um cédigo computacional em linguagem
C++ com programagdo paralela do método Gradiente Bi-Conjugado Estabi-
lizado Hibrido (BiCGStab(2)), utilizado para solucdo de sistemas lineares. O
método em questdo retine as vantagens do método Gradiente Bi-Conjugado Es-
tabilizado (BiCGStab), resultando em garantia superior de convergéncia. O
objetivo é viabilizar a solugcdo rdpida de sistemas de equagoes lineares para
que problemas cada vez mais complexos possam ser solucionados em um tempo
curto. Para a validagdo do trabalho, utilizou-se a capacidade de processa-
mento paralelo de uma GPU, por meio da arquitetura CUDA, e comparou-se o
desempenho computacional dos codigos sequencial e paralelizado do BiCGS-
tab(2) na solugdo de sistemas lineares de tamanhos variados. Observou-se
uma aceleragdo significativa nos testes com o codigo paralelizado, que se acen-
tua consideravelmente na medida em que os sistemas aumentam. Foi possivel
obter ganhos (speedup) de desempenho para diferentes tamanhos de sistema.
Os resultados permitiram avaliar o cédigo desenvolvido como uma ferramenta
ttil para solucdo de grandes sistemas lineares aplicados nas diversas dreas da
ciéncia.
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1. Introducao

No campo de investigac¢do da Dinamica dos Fluidos Computacional (Computational Fluid
Dynamics - CFD), existem diversos métodos utilizados para solucdo de sistemas lineares.
Alguns deles sao considerados 6timos em relacdo ao custo computacional, dependendo do
tamanho do sistema a ser resolvido. Para trabalhos reais da ciéncia, nos quais os sistemas
lineares a serem resolvidos podem ser muito grandes, o processamento computacional
pode durar varios dias e as diferencas de velocidade de solu¢ao dos métodos sao, defi-
nitivamente, significantes. Com isso, a implementacdo de métodos robustos e eficientes
¢ importante e muitas vezes indispensavel, para que as simulacdes de escoamentos de
fluidos sejam realizadas com qualidade e em tempo nao proibitivo.

Como os sistemas lineares encontrados na CFD sdo, normalmente, grandes e
esparsos, métodos iterativos de solucdo sdo mais indicados do que métodos exatos,
também por usarem menos memoria e reduzirem erros de arredondamento do compu-
tador [Franco 2006]. Métodos iterativos realizam aproximacdes sucessivas, em cada
iteracdo, para obter uma solu¢do mais precisa para o sistema. Os Métodos iterativos
classicos como o de Jacobi e de Gauss-Seidel, apesar de sua facil implementagdo, po-
dem apresentar convergéncia lenta ou mesmo ndo convergirem para grandes sistemas
[Versteeg and Malalasekera 1995]. Portanto, a pesquisa e a comparagdo de métodos itera-
tivos a serem implementados em c6digos computacionais podem ser consideradas tarefas
importantes tanto na CFD quanto em outras areas da ciéncia que envolvam a solucao de
grandes sistemas de equacdes lineares.

Trabalhos recentes fizeram uso de GPU (Graphics Processing Unit), por meio da
arquitetura CUDA (Compute Unified Device Architecture), desenvolvida e mantida pela
NV IDIAWY, para solucionar sistemas lineares. Elise Bowins [Bowins 2012], por exem-
plo, apresenta uma comparagdo de desempenho computacional entre o método de Jacobi
e o método Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGStab), desenvolvido por Van der
Vorst [Vorst 1992]. Ambos os métodos foram implementados em uma versao sequencial
e outra paralelizada, e foi possivel concluir que, conforme o tamanho do sistema aumenta,
a implemetagao usando CUDA supera a implementagao sequencial.

Nesse contexto, este trabalho apresenta um c6digo computacional em linguagem
C++ com programagao paralela do método Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado Hibrido
(BiCGStab(2)). Tal método foi implementado em uma versdo sequencial e outra parale-
lizada. Para a versdo sequencial, foi utilizada a linguagem computacional C++, e para a
paralelizada foi utilizada uma extensdo da linguagem C, CUDA-C. O objetivo foi viabi-
lizar a solucdo rdpida de sistemas lineares para que problemas cada vez mais complexos
(sistemas maiores) possam ser solucionados em um espaco curto de tempo. Para tal,
foi utilizado a capacidade de processamento paralelo de uma unidade de processamento
grafico (GPU), por meio da arquitetura CUDA, e comparou-se o desempenho computa-
cional dos codigos sequencial e paralelizado do BiCGStab(2) na solugdo de sistemas li-
neares de tamanhos variados. Tanto quanto sabemos, ndo se tem conhecimento de outros
trabalhos publicados com programacao paralela do método BiCGStab(2). Portanto, este
artigo nao faz comparacao da versao paralelizada do BiCGStab(2) com implementacdes
de outros trabalhos.

Este artigo esta organizado da seguinte forma. Na Secdo 2, € detalhado o método
iterativo BiCGStab(2). Na Secdo 3, descreve-se o material e os métodos utilizados para
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se alcancar o objetivo do trabalho. Os resultados sdo discutidos na Secdo 4. A Sec¢do 5
traz as conclusoes e algumas propostas para trabalhos futuros.

2. Método BiCGStab(2)

Resolver um sistema linear Ax = b para o vetor x, onde A é uma matriz de n linhas e n co-
lunas e b um vetor de n linhas e 1 coluna, pode consumir bastante tempo, principalmente
quando A ¢ grande. Existem diversos métodos iterativos para resolver esse sistema linear.
Tais métodos realizam aproximacoes sucessivas, em cada iteracao, para obter uma solucao
mais precisa para o sistema [Bowins 2012]. Ainda, métodos iterativos sao recomendados
para sistemas lineares grandes com matrizes esparsas [Molnarka and Miletics 2005].

Os métodos iterativos podem ser classificados em dois grupos: os métodos
estacionarios € os métodos nao-estacionarios. Nos métodos estacionarios, a mesma
informacao € usada em cada iteragdo. Como consequéncia, estes métodos sdao, normal-
mente, mais faceis de implementar. Nos métodos ndo-estaciondrios, a informacao usada
pode mudar a cada iteracdo. Esses métodos sdo mais dificeis de implementar, mas, ge-
ralmente, fornecem uma convergéncia mais rapida para o sistema. Além disso, métodos
iterativos se mostram mais adequados mesmo quando a matriz dos coeficientes € densa
[Vorst 1995].

Neste trabalho, foca-se em um método iterativo ndo-estaciondrio, chamado
método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado Hibrido (BiCGStab(2)). O método
BiCGStab(2) foi desenvolvido por Van der Vorst e Sleijpen [Sleijpen and Vorst 1995].
De acordo com seus criadores, tal método reune as vantagens do BiCGStab e do GMRES
(Generalized Minimum Residual), resultando, normalmente, em um método com garantia
de convergéncia superior a do BiCGStab e adequado, por exemplo, para solugdo de siste-
mas lineares gerados na solugdo das equacdes diferenciais de escoamentos de fluidos.

1. 1y =b—-Ax, 20. v=s—fv

2. Escolha um vetor arbitrario fy 21. w=Av

tal que (1o, fp) # 0,como fy =1y 22. y=(w,1p)

3. p=a=w=w, =1 23. a=p/ly

4, w=v=p=0 24. p=r—p

5. Fori=0,2,4,6,.. 25. r=r—av
6. p'=—wyp 26. s=s—aw
Even Bi-CG step 27. t=As
7. p=(r,1) GMRES(2)-part
8. B=ap/p 28. w; = (r,s)
9. p'=p 29. u=(s,s)
10. p=r;—B(P—w; ' V—w, W) 30. v=_(s,t)
11. v=Ap 31. t=(tt)
12. y = (v,fp) 32. w; = (r,t)
13. a=p/y 33. t=1—Vv?/u
14. r=r—av 34, wy; = (w; — v /W)/T
15. s = Ar 35. w; = (w; —Vv-wy)/p
16. x = Xx; + ap 36. Xj2 =X+ ap + or+ w;s
0dd Bi-CG step 37. Iz =T — WS — Wyt
17. p = (s, Ip) 38. Se x;,, for suficientemente
18. B=ap/p’ preciso: parar.
19. p'=p 39. End For

Figura 1. Algoritmo do meétodo iterativo BiCGStab(2), adaptado de
[Sleijpen and Vorst 1995].
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E representado na Figura 1 o algoritmo do método BiCGStab(2). Algumas
adaptagcdes de nomenclatura foram feitas com relagao ao algoritmo original, na busca de
melhor entendimento do método. No algoritmo, as letras gregas representam escalares,
letras mintsculas representam vetores expressos na forma matricial, as letras maitsculas
representam matrizes e os parénteses com vetores separados por virgula representam pro-
dutos escalares entre os vetores.

No passo 38 do método, para que o vetor x;,o seja suficientemente preciso, o
maior valor referente a diferenca entre os resultados de cada termo do vetor z em duas
iteragdes consecutivas, dividida pelo resultado do termo na iteragdo atual devera ser menor
do que uma dada precisdo, fornecida inicialmente como, por exemplo, 107°. Ou seja,
maior(“=2=)) < 0.00001.

3. Material e Métodos

A Unidade de Processamento Gréfico de Propdsito Geral (ou GPGPU) utiliza a GPU
nao apenas para renderizacdo gréfica, mas também para processamento de imagem, visao
computacional, cdlculo numérico, dentre outras aplicacdes. A GPU foi inicialmente de-
senvolvida como uma tecnologia orientada a vazao, otimizada para cédlculos de uso inten-
sivo de dados, onde muitas operacdes idénticas podem ser realizadas em paralelo sobre
diferentes dados.

Diferentemente de uma CPU (Central Processing Unit) Multicore, a qual executa,
normalmente, algumas threads em paralelo, a GPU foi projetada para executar milhares
de threads em paralelo. Modelos de programacdo, tal como CUDA [CUDA™ 2011]
e OpenCL [Tsuchiyama et al. 2010], permitem que as aplicacdes sejam executadas mais
facilmente na GPU [Xiao and Feng 2009]. CUDA foi a primeira arquitetura e interface
para progamacdo de aplicacdo (Application Programming Interface - API1), criada pela
NVIDIAY em 2006, a permitir que a GPU pudesse ser usada para uma ampla varie-
dade de aplicacoes [Bowins 2012]. Em CUDA, a CPU é chamada host, onde toda a parte
sequencial do codigo € executada e as fungdes kernel sdo chamadas para serem execu-
tadas na GPU. A GPU, por sua vez, é chamada device, a qual pode executar todas as
partes aritmeticamente intensivas do cédigo [Gravvanis and Papadopoulos 2011]. Neste
trabalho, o algoritmo do método BiCGStab(2), descrito na se¢do 2, foi codificado em lin-
guagem C++ empregando uma implementacao inteiramente sequencial, bem como uma
implementacdo parcialmente paralelizada empregando CUDA-C [CU D AT 2009].

Ao analisar o algoritmo do método BiCGStab(2), é possivel verificar uma forte
dependéncia de dados, isto €, alguns passos ndo podem ser executados antes que outros
sejam executados anteriormente. Devido a essa caracteristica, apenas algumas partes do
método foram paralelizadas, como: multiplicacdo entre matriz e vetor, soma de vetores,
subtracdo de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar. Por exemplo, o passo 36 do
algoritmo do BiCGStab(2) ¢ dividido entre n threads, onde n € o tamanho do vetor x e
para cada 0 < ¢ < n, uma thread executa a seguinte operagao:

T; = X + ap; + wir; + Was;. (1)

Portanto, cada elemento do vetor = € calculado em paralelo. O passo 11 (v =
Ap) somente poderd ser executado apds o passo 10 ter sido totalmente executado. Para
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garantir essa condi¢do, utiliza-se uma barreira de sincroniza¢do, por meio de uma fungao
padrio (cudaDeviceSynchronize()) da arquitetura CUDA. De forma analoga, 0 mesmo
ocorre para outras etapas do algoritmo.

Os produtos escalares sdo realizados sequencialmente. Poderia ser possivel au-
mentar o paralelismo dividindo os produtos entre multiplas somas feitas em paralelo, mas
isso pode exigir muita sobrecarga (overhead) para resultar em um ganho de desempenho
significante [Bowins 2012].

A seguir, mostra-se um pequeno trecho do cédigo em CUDA-C usado para a
implementacdo do BiCGStab(2). Inicialmente, o cddigo é executado na CPU, onde as
funcdes kernel sao chamadas para serem executadas na GPU. A multiplica¢do entre ma-
triz (A) e vetor (z), por exemplo, acontece em duas etapas, por meio de duas chamadas
consecutivas a duas fungdes kernel distintas. Na primeira fun¢do kernel, uma matriz
auxiliar (C') recebe a multiplica¢do de cada elemento da matriz pela respectiva posi¢ao do
vetor. Para isso, n threads executam em paralelo, onde cada thread percorre uma linha
da matriz. Na segunda funcdo, um vetor auxiliar (aux) recebe a soma dos elementos de
cada linha da matriz C, obtendo o vetor resultante da multiplicacao.

multiplicacaol <<< nBlocos,nThreadsPorBloco >>> (A, x,C,n); (2)

multiplicacao2 <<< nBlocos,nThreadsPorBloco >>> (C, auzx,n); 3)

Para cada uma das fungdes kernel, nBlocos = nThreadsPor Bloco = y/n. Ou
seja, o nimero de blocos e o nimero de threads por bloco, especificados na chamada da
fungdo, sdo iguais a raiz quadrada do niimero de linhas (n) da matriz A. Se \/n ndo é um
nimero inteiro, entdo esse valor € arredondado para cima.

Existem alguns passos separados do método BiCGStab(2) que poderiam ser exe-
cutados em paralelo, porém isso ndo € possivel utilizando uma tinica GPU. Uma possivel
solucdo seria utilizar multiplas GPUs ou, provavelmente, uma préxima geracdo de GPUs.
Entretanto, a maioria dos passos do algoritmo devem ser realizados em sequéncia.

Os resultados obtidos com o método BiCGStab(2) paralelizado foram confronta-
dos com os do BiCGStab(2) sequencial, com o intuito de verificar o ganho computacional
obtido com a implementacdo paralelizada. Para avaliar o ganho computacional obtido por
meio da implementacdo em CUDA, registrou-se o tempo dispendido em cada iteragdo
do algoritmo. Todos os testes foram realizados em um computador com processador Intel
Core i7 2600 3,4GHz, 8 GB de memodria RAM, com placa de video NV IDI A® GeForce
GTX 550Ti dispondo de 2 GB de memoria e 192 processadores operando a 900MHz.

4. Resultados

Todos os sistemas lineares utilizados neste trabalho foram gerados através de fun¢des do
software MATLAB (versdo R2011a). A matriz (A) dos coeficientes de cada sistema foi
gerada de forma aleatdria utilizando a fun¢do padrao gallery(’dorr’, n), que retorna uma
matriz quadrada, de dimensao n, esparsa e diagonal dominante. O vetor (x) das incégnitas
foi gerado de forma aleatéria por meio da fungdo padrao randn(n, 1), que retorna um vetor
de n linhas e 1 coluna. O vetor (b) dos termos independentes foi gerado multiplicando-
se a matriz A e o vetor x (b = A * x). Entdo, para cada um dos sistemas gerados, foi
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repassado para o método BiCGStab(2), sequencial e paralelizado, apenas a matriz A e o
vetor b, que, apds a tentativa de convergéncia do sistema, retornou o vetor x.

Os graficos comparativos do tempo de processamento (em segundos) dos diversos
sistemas lineares resolvidos com o método BiCGStab(2) sdo apresentados nas figuras 2 e
3.

—&— BiCGStab(2) paralelizado
—li—BiCGStab(2) sequencial

Tempo computacional (s)

Tamanho do sistema

Figura 2. Comparacao da velocidade de calculo para os sistemas lineares de
dimensao entre 10x10 e 400x400.
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Figura 3. Comparacao da velocidade de calculo para os sistemas lineares de
dimensao entre 500x500 e 4000x4000.

4.1. Avaliacao do ganho computacional proporcionado pela versao paralelizada do
BiCGStab(2)

Analisando os graficos nas figuras 2 e 3, nota-se a superioridade do método BiCGStab(2)
paralelizado na solugdo dos sistemas tratados. E possivel verificar que a versao sequencial
do método requer um esforco computacional que aumenta rapidamente com o tamanho
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do sistema. Observa-se também que o tempo para a versao paralelizada também aumenta
nesse caso, porém com taxa de crescimento menos expressiva.

Para sistemas lineares com dimensdo menor que aproximadamente 50x50, a
versdo sequencial poderd se mostrar equivalente ou mais rapida que a paralelizada. Isso
ocorre devido a existéncia de um overhead associado a paralelizagcao das tarefas na GPU
[Filho et al. 2011]. Ou seja, o tamanho do sistema a ser solucionado na GPU deve ser
levado em considera¢do. Fatores em relagdo ao tempo de acesso a memoria podem influ-
enciar no desempenho computacional. Por exemplo, o acesso a memoria global da GPU,
geralmente, apresenta uma alta laténcia e estd sujeito a um acesso aglutinado aos dados
em meméria [CU DA™ 2011]. Entretanto, observa-se uma aceleracio significativa nos
testes com o BiCGStab(2) paralelizado, que se acentua consideravelmente na medida em
que os sistemas aumentam.

5. Conclusoes

Foi implementado e utilizado neste trabalho um cédigo computacional do algoritmo do
método iterativo BiCGStab(2), para solucdo de sistemas lineares de tamanhos variados.
Tal método foi implementado em duas versoes, uma sequencial e outra paralelizada, utili-
zando as linguagens C++ e CUDA-C, respectivamente. Na versao paralelizada, explorou-
se 0 uso de uma GPU, por meio da arquitetura CUDA, para a paralelizacdo de algumas
etapas do algoritmo do BiCGStab(2).

Para os sistemas lineares avaliados neste artigo, constatou-se uma superioridade
da versao paralelizada em relagdo ao tempo computacional gasto no célculo de cada sis-
tema. Foi possivel obter ganhos (speedup) de desempenho, com a implementacdo usando
CUDA, para diferentes tamanhos de sistema. Observou-se que a média de speedup fi-
cou em torno de ~10. Portanto, concluiu-se que a versdo paralelizada do BiCGStab(2)
seria uma implementacdo mais apropriada, do ponto de vista computacional, desde que
o tamanho do sistema empregado seja suficientemente grande para justificar o overhead
gasto na paralelizacao das tarefas na GPU.

Trabalhos seguintes nessa linha de pesquisa poderdo envolver solugdo de siste-
mas lineares ainda maiores, como, por exemplo, os sistemas gerados nas simulagdes de
escoamentos de fluidos, amplamente estudados na Dinamica dos Fluidos Computacio-
nal. Além disso, poderd ser possivel aplicar uma otimizagao no c6digo computacional da
versao paralelizada do método BiCGStab(2), de tal forma que etapas que ainda sdo resol-
vidas sequencialmente poderdo ser solucionadas em paralelo. Uma possivel otimizagcao
seria a utilizacdo de Persistent Threads (PT), onde uma tnica funcao kernel é executada
na GPU durante todo o processamento do algoritmo. Espera-se que nesse caso os ga-
nhos computacionais proporcionados sejam ainda mais expressivos, devido a uma melhor
utilizag¢do dos recursos de processamento paralelo da GPU. Adicionalmente, alternativas
a arquitetura CUDA poderao ser investigadas para realizacdo de estudos comparativos.
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